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Resumen

En este trabajo se desarrolla una metodologia de estimacion robusta de parametros
poblacionales ante la presencia de observaciones atipicas y utilizando datos de encuestas.
Esta metodologia mejora la precision, en términos del error cuadratico medio relativo, de las
estimaciones con respecto a los métodos de estimacion no robusta. Ademas, se presenta un

experimento de simulacion que muestra evidencia empirica del desempefio del estimador



propuesto. Finalmente se aplica la metodologia propuesta a datos de una encuesta real para

mostrar la factibilidad de su aplicabilidad.
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Abstract

In this work, an outlier-robust methodology to estimate population parameters using survey
data is developed. This methodology improves accuracy regarding the relative mean square
error of the estimator on non-robust estimation methods. Furthermore, a simulation
experiment showing empirical evidence of performance of the proposed estimator is
presented. Finally, the proposed methodology to a true survey data is applied to show its

feasibility.
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1. Introduccion

Las observaciones atipicas se encuentran frecuentemente en el andlisis de encuestas por
muestreo. Las oficinas nacionales de estadistica se enfrentan a este tipo de observaciones
principalmente cuando las encuestas recaban informacion sobre variables econémicas como
ingresos, gastos y produccion. Este tipo de variables tienen un comportamiento poblacional
marcadamente sesgado por dicho tipo de observaciones.

Por observaciones atipicas nos referimos a los datos de la variable de interés cuyos valores
estan alejados significativamente del valor esperado, en un enfoque basado en modelos, o

estan alejados significativamente de la media poblacional, en un enfoque basado en disefios.



El impacto de las observaciones atipicas en la estimacion de parametros poblacionales,
utilizando informacién de una encuesta, puede ser significativo. Esto es, estas observaciones
atipicas en una muestra pueden dominar por completo el valor de la estimacion resultante.
Por ejemplo, las observaciones atipicas en una muestra pueden contribuir con un porcentaje
alto en el valor de la estimacion del total de la variable de interés. La presencia de valores
atipicos grandes en la muestra produce valores altos en la estimacion de promedios o totales
aun cuando se utilice un estimador insesgado. Mas aun, cuando se utiliza un estimador
insesgado, la influencia de las observaciones atipicas es sobre la varianza de dicho estimador.
Por lo tanto, métodos robustos de estimacién deben utilizarse ante la presencia de
observaciones atipicas con la finalidad de obtener estimadores mas precisos de los
parametros poblacionales de interés. En particular, la ganancia en precision de dichos
métodos puede reflejarse en la disminucion del error cuadratico medio, si se utilizaran

estimadores sesgados.

Existe una extensiva literatura concerniente al problema de observaciones atipicas en
muestreo de poblaciones finitas. Los primeros en considerar este problema en esta area
fueron Kish (1965) y Searl (1966). Después importantes contribuciones fueron hechas por
Hitirouglou y Srinath (1981) y Chambers (1982, 1986). Posteriormente este tema se puede
encontrar en Chambers y Kokic (1993), Kokic y Bell (1994), Lee (1991, 1995), Hulliger
(1995), Welsh y Rochetti (1998) y Duchesne (1999). La mayoria de los enfoques para tratar
con observaciones atipicas en muestreo de poblaciones finitas se pueden agrupar en dos
clases: i) el enfoque de factores de expansion modificados, donde se calibran los factores de
expansion asociados con las observaciones atipicas y ii) el enfoque de valores modificados,
donde los valores de la caracteristica de interés asociados a las observaciones atipicas se

modifican y se dejan intactos los factores de expansion.

Los dos enfogues tienen el mismo objetivo de reducir el impacto de las observaciones atipicas
sobre las estimaciones. Sin embargo, estos pueden producir resultados diferentes en las
propiedades de los respectivos estimadores. Por lo tanto, la eleccion de un enfoque dependera

del énfasis que se le dé a la reduccion del sesgo o la reduccion de la varianza. De acuerdo a



nuestra experiencia y conocimiento sobre el tema, no existe suficiente evidencia teorica para
guiar a los usuarios en la eleccién de un estimador apropiado entre las posibles alternativas.
Otro problema es que la mayoria de los estimadores robustos ante observaciones atipicas
estan disefiados para el muestreo aleatorio simple sin reemplazo y la generalizacion a disefios

de muestreo mas complejos no es inmediata.

En el presente trabajo se propone una metodologia de estimacion, basada principalmente en
el articulo de Ren y Chambers (2002), que modifica los factores de expansion. Para esto, en
la Seccion 2 se especifica el concepto de valor atipico utilizado en este trabajo.
Adicionalmente, se describe como valores de este tipo pueden influir en la varianza de un
estimador. Después de esto, en la Seccion 3 se expone el método para ajustar los factores de
expansion ante la presencia de valores atipicos y el estimador resultante. Posteriormente, en
la Seccion 4 se presenta el estudio de simulacion que pretende mostrar la bondad de la
metodologia propuesta en este trabajo. En la Seccion 5 se muestra la aplicacion de la
metodologia a la ENVIPE 2011. Por altimo, se exponen los comentarios finales en la Seccion
6.

2. Valores atipicos en muestreo de poblaciones finitas

Un valor atipico a nivel poblacional de la variable de interés es un valor grande, o pequefio,
con respecto a los valores correspondientes de la mayoria de los individuos de la poblacion.
Para el presente trabajo, los datos de una muestra etiquetados como atipicos son datos
encontrados como tales en la poblacion y no se consideran errores de recoleccion de la

informacion.

En particular el efecto de los valores atipicos se refleja en la varianza poblacional:

1
2 _ 2

keU
(1)
donde U representa a la poblacion de estudio de tamafio N, con media u y los valores de la

variable de interés son representados por y. Los datos atipicos, como se consideran aqui,



seran los valores mas alejados de la media poblacional. Por lo tanto, éstos influyen mas en el

valor de la varianza como es de esperar.

Ahora para discutir como influyen los datos atipicos a nivel de una muestra, primero

supongase que se desea estimar el total poblacional:

t=z3’k

keU
(2)
con el estimador de Horvitz-Thompson, abreviado como HT,:
A Sk
thr = z Yk —
Tk
keU
(3)

donde

1 si el k-ésimo individuo esta en la muestra;
Sk =
0 en otro caso

y se le puede denominar la k-ésima coordenada del vector muestra S = (S, ...,Sy).
Adicionalmente, m,, es la probabiliad de inclusion de primer orden. Asi, para muestras de

tamario fijo, la varianza del anterior estimador es:

>3 ome-mf3-2)

JEU k>jeU
donde mj, representa a la probabilidad de inclusion de segundo orden. De aqui podemos
observar que, si las & son aproximadamente proporcionales a los valores de la caracteristica

de interés, entonces la varianza del anterior estimador puede ser relativamente pequefia.

Esto nos indica en particular que, si el dato discordante tiene un valor relativamente alto,
entonces deberia tener una probabilidad de inclusién cercana a uno. En contraposicion, si
dicho valor fuera relativamente pequefio, su respectiva probabilidad de inclusion deberia ser
cercana a cero. Sin embargo, en una encuesta real es dificil controlar esta relacion entre los

valores de la variable de interés y la probabilidades de inclusion de primer orden. El no tener



control sobre la proporcionalidad mencionada puede inflar considerablemente la varianza del

estimador del total.

En la siguiente seccion se presenta una propuesta metodoldgica para ajustar los factores de

expansion ante la presencia de valores etiquetados como atipicos.

3. Método para ajustar los factores de expansion

Es conveniente aclarar que para efectos de este trabajo los valores de la caracteristica de
interés se consideran escalares numéricos. En este mismo orden de ideas, la subpoblacion
con valores atipicos o discordantes de la variable de interés se denota por U, y la

subpoblacion con valores concordantes se denota por U; = U\U,.

Con esta distincion entre la subpoblacion con valores atipicos y la de valores concordantes,
el total ¢t en (2) se puede reexpresar como:

j€U1 kEUZ
(4)
Obsérvese también que el vector muestra se puede ahora expresar como S = S; + S,, donde
las correspondientes coordenadas de S; y S, estan dadas por:

Sk Si k € l]]
Sik = paraj = 1,2.
0 en otro caso,

Por lo tanto, el estimador del total en (3) se puede reexpresar como:

S S
t_zy} 1]+z 2k

]EUl kEUz

Ahora, el punto de partida de la metodologia de la presente propuesta es corregir la varianza
en (1) de tal forma que disminuya la influencia de los valores atipicos en ésta, Ren y
Chambers (2002). Una forma de hacer lo anterior es definir la varianza corregida de la

poblacion como el minimo valor de



* 1 2
0" =N _1 Z(g(ﬂ)yj—ﬂ) + Z Ay —m)? ),
JEU; keU,
(3)
con respecto al parametro 1 y tal que
t= z gy; + Z AYg.
jEU; keU,
Cabe hacer notar que esta restriccion garantiza que el total poblacional no se modifica con la
inclusion de este Ultimo parametro. Ahora, de la restriccion anterior se obtiene que:
t— Zg(/l)y,-+ Z Ay =0
jEU; keU,
y de aqui se puede obtener la expresion para g(4) como:
ZkeUz Yk

A1) =
g ZjeUJ’j
=6(1-1)+1,

1-A)+1

con

_ ZkeUz Yk

o= .
ZjeUJ’j

(6)
Asi, se puede deducir el valor de A para el cual la varianza corregida en (5) es minima:
88+ D Tjeu, v
0% Y jcu, J’jz + Ykev, Vi

opt

Obsérvese que si

2

Zkeuz Yk ZkeUZ Vi
< 5

Zjeu1 Vi ZjeUl Vi

entonces A,,; < 1y se tendra un factor de reduccion para los valores atipicos.

Obsérvese también que si se tiene un estimador § de J, entonces se puede construir un

estimador de A,,, como:



Ar A S1i
(8 + 1) Xjev, y]?#

Aopt =
. Sii S
0% Y jeu, y]'z n_]] + Ykev, Vi nz:

Asi, con los anteriores estimadores de 6 y A,,,, se obtiene un estimador del total t en (2),
robusto ante valores atipicos y expresado como:

S
tRA - (5(1 opt) + 1) z y] + Aopt Z yk 2]

JjEU, keU,

()
donde § (1 - /Topt) + 1 es el factor de correccion para los factores de expansion 1/m;, para
jeuU,y /’Topt es el factor de correccion para 1/m,, k € U,. Sin embargo, este estimador no
necesariamente serd insesgado. Adicionalmente, obsérvese que el tamafio de la muestra debe
ser mas grande que el tamafio de la subpoblacidn con valores atipicos para que el estimador

tr4 esté bien definido.

Ademas, si se utiliza para o el estimador

Zkeuz Yk Sak
Ty
Sy’
Yjeu, Yj A

o=

sugerido por la expresion (6), el estimador 5, se reduce al estimador de Horvitz-Thompson

en (3). Por tal motivo Ren y Chambers (2002) sugirieron utilizar el estimador:

Mz [Zkeu2 ﬂi] [ZkeUZ Yk %]

M, [ZJEUHT ] [Z]eul Yj ; ]

[SoN
Il

)

del cual se ha mostrado empiricamente que tiene mayor estabilidad. En esta expresion, M,
es la mediana de los valores observados en la muestra de individuos con valores concordantes

y M, es la mediana de los valores atipicos en la muestra.



En este mismo orden de ideas, obsérvese que si la estimacion de § es cero, lo cual sucede si

no hay valores atipicos en la muestra observada, entonces la estimacion del total t con £, se

reduce al valor que produciria el estimador de Horvitz-Thompson, como es de esperar.

Los experimentos de simulacién realizados, los cuales se presentan en la siguiente seccién,
mostraron evidencia empirica sobre la reduccion en el error cuadratico medio relativo y

consecuentemente un aumento en la precision del estimador propuesto fp,.

4. Estudio de Simulacion
Con el objetivo de obtener evidencia empirica sobre el desempefio del estimador propuesto

en (7), se realizaron los siguientes experimentos de simulacion.

1. Seconstruyo una poblacion artificial de tamafio N = 10,000 individuos, de tal forma que
contuviera 0.5% de valores atipicos. Esto corresponde a N, = 50 valores atipicos. Mas
adelante se consideraran muestras de tamafio 200, si estas muestras se seleccionaran por
muestreo aleatorio simple sin reemplazo, entonces la probabilidad de que una muestra
contenga uno o mas datos atipicos es aproximadamente 0.6367 con el tamafio de
poblacion y nimero de valores atipicos aqui establecidos. Obsérvese que el nimero de
valores atipicos en una muestra, por el disefio de muestreo mencionado, se comporta
como una distribucién Hipergeométrica.

1.1. Los valores concordantes fueron los percentiles de una distribucion uniforme en
[0,100].

1.2. Para los valores atipicos, se consideraron dos escenarios. Uno de éstos estuvo
constituido por los percentiles de una distribucion uniforme en [195,205], para tener
valores atipicos 100% aproximadamente por arriba del valor mayor de los valores
concordantes. El otro escenario estuvo constituido por los percentiles de una
uniforme en [495,505] para tener valores atipicos 500% por arriba del maximo valor
de los concordantes. A la poblacion con los valores atipicos en el primer escenario
se le denominara Aly a la otra A5. Los valores generados de esta manera se pueden

visualizar en la Gréfica 1.



[Grafica 1, aqui]

2. Para el disefio de muestreo que se mencionaré en el punto 3, se necesita generar los
tamanos de las unidades de muestreo. Estos tamafos se generaron de tal forma que
tuvieran una correlacion de 0.75 con los valores concordantes generados en el punto 1.
Para las unidades con valores atipicos se tomaron valores alrededor de la mediana de los
tamarfios de las unidades anteriores como sus respectivos tamafios. En una situacion real,
los individuos con valores atipicos tienen tamafios de unidad por debajo del valor que les
corresponderia, como ya se habia mencionado al final de la Seccion 2. Por esto, se
asignaron los tamafos de unidad a los individuos con valores atipicos como se describe
anteriormente y no mas bajos para garantizar que las muestras resultantes tengan una alta
probabilidad de contener individuos de este tipo.

3. El disefio de muestreo que se utilizo fue el muestreo con probabilidades proporcionales
al tamafio de la unidad de muestreo.

4. Los tamafios de muestra considerados fueron 200 y 500, 2% y 5% del tamafio de la
poblacién respectivamente.

5. EIl parametro poblacional de interés fue el total de los valores generados en el punto 1.
Para cada muestra seleccionada se estimo este pardmetro con el estimador de Horvitz-
Thompson dado en (3) y el estimador propuesto en (7).

6. El nimero de simulaciones considerado fue de M = 10,000.

7. Para cada experimento de simulacion se reporta:

7.1. Porcentaje de muestras que contienen individuos con valores atipicos. Este
porcentaje calculado de esta manera proporciona una aproximacion a la probabilidad
de que una muestra, seleccionada con el disefio de muestro mencionado en el punto
3, contenga al menos un dato atipico;

7.2. El sesgo relativo de las estimaciones, utilizando la expresion:

1 o
A~ _ZM=1 0, —06

SesgoR(H) = %

La anterior cantidad proporciona una aproximacion al valor del sesgo relativo del

estimador. Esta forma de calcular el sesgo, permite interpretar dicha cantidad como

una proporcion del valor real del parametro.



7.3. La raiz cuadrada del error cuadratico medio relativo de las estimaciones calculado

con la expresion:

1 ~ 2
_ \/M j£a(6; - 0)
RECMR(8) = 5 ;

Para el estimador de Horvitz-Thompson del total, expresion (3), la cantidad calculada

de esta manera es una aproximacion al valor del coeficiente de variacion de dicho
estimador, ya que éste es insesgado. Esta medida de variacion se puede interpretar en
términos proporcionales del valor real del parametro.

7.4. La precision del estimador expresada por:
|6 -6
P T <el=21-—a.

Para un valor @ = 0.05, se reporta el percentil del 95% de los valores absolutos
relativos de la diferencia entre el valor estimado del parametro y el valor real del
mismo. Dicho percentil se puede interpretar como una aproximacion al error relativo

de estimacion e.

De esta forma se realizaron cuatro experimentos de simulacién, combinando las poblaciones

Aly A5 con los tamafios de muestra 200 y 500.

Antes se analizar los resultados de las simulaciones, cabe destacar el efecto que tienen los
valores atipicos en el estimador de Horvitz-Thompson del total. En la Gréfica 2 se puede
observar la contribucion de los datos atipicos en las estimaciones, en este caso para la

poblacién A5y 200 como tamarfio de muestra. Esta contribucion se deriva de la expresion:
S,
Yjev, Vi 2]/712]-
fHT .
Regresando a la grafica citada, obsérvese por ejemplo que 1% de los datos, 2 valores atipicos,

contribuye con 10% aproximadamente al valor de la estimacion y 2.5%, 5 datos atipicos,
contribuye con 20% aproximadamente. Esta contribucion de los valores atipicos a las
estimaciones puede producir valores altos de la varianza del respectivo estimador, como se

menciono anteriormente. Este efecto se observara en los resultados de las simulaciones.



[Grafica 2, aqui]

Ahora, los resultados de los cuatro experimentos de simulacion se resumen en la Tabla 1.
Cabe mencionar que 63% de las muestras simuladas de tamafio 200 tuvieron uno o mas datos
atipicos y 93% de las muestras de tamafio 500 tuvieron también datos de este tipo. Estas
cantidades representan, como se menciond anteriormente, una aproximacion a la
probabilidad de que una muestra contenga uno 0 mas datos atipicos. Esta probabilidad
depende de la cantidad de datos atipicos en la poblacion, del disefio de muestreo y del tamafio
de la muestra. Sin embargo, dicha probabilidad no depende de la distancia de los datos
atipicos a los datos concordantes. Adicionalmente, esta distancia si impacta en la precision

del estimador como es observado en los resultados de las simulaciones.

[Tabla 1, aqui]

En la Tabla 1 se puede observar primero que el sesgo relativo calculado para el estimador de
Horvitz-Thompson del total es aproximadamente cero para todos los casos, como es de
esperar, ya que este estimador es insesgado. Para el estimador propuesto dicho sesgo es
negativo, pero por debajo del 1% para todos los casos, lo que muestra una ligera
subestimacion del total. El sesgo cercano a cero de un estimador puede ser importante para
algunos usuarios de la metodologia aqui propuesta. Adicionalmente, si un estimador tiene
Sesgo cercano a cero permite proponer un estimador de su varianza como estimador del error

cuadratico medio.

En segundo lugar, los valores calculados de la raiz cuadrada del error cuadratico medio
relativo disminuyen con el aumento del tamafio de muestra y con la menor distancia de los
valores atipicos con respecto a los datos concordantes. En los cuatro experimentos de
simulacion, se puede observar que ésta medida de variabilidad disminuye un punto
porcentual aproximadamente en el estimador propuesto con respecto a la correspondiente del

estimador de Horvitz-Thompson.



Por dltimo, se observa en todos los casos una ganancia de dos puntos porcentuales
aproximadamente en la precision del estimador propuesto con respecto al de Horvitz-
Thompson. Como se menciond anteriormente, esta precision es una aproximacion al error

relativo de estimacion con probabilidad del 95%.

Cabe mencionar que disminuir mas la variabilidad de estimadores robustos ante la presencia
de datos atipicos, sin tener un impacto significativo en el sesgo, y aumentar también mas su

respectiva precision deja un area de oportunidad para futuros proyectos de investigacion.

5. Aplicacién de la metodologia propuesta

Con el objetivo de mostrar la factibilidad del método en problemas reales, la metodologia se
aplico a la Encuesta Nacional de Victimizacion y Percepcion sobre seguridad publica,
ENVIPE 2011 para el estado de Yucatan. Los datos de esta encuesta se pueden obtener de la
pagina Web del INEGI.

Especificamente la metodologia se aplicd para estimar la Incidencia Delictiva (nimero de
eventos individuales de victimizacion delictiva reportados durante un periodo especifico en
el periodo de referencia). Para ese afio en particular y para dicho estado, hubo una
observacion atipica cuya contribucion a la estimaciéon del total fue de 26% aproximadamente.

Ahora, derivado de la informacion de esta encuesta, se sabe que la estimacion original de la
Incidencia Delictiva fue de 40,448. Adicionalmente, al aplicarse la metodologia propuesta
en este trabajo, dicha estimacion de la incidencia fue de 32,011. Esta estimacion fue menor,
como se podria anticipar. Sin embargo, lo mas importante es presuponer que es mas precisa,
y por tanto méas cercana al valor real. La anterior afirmacidn se sustenta en la evidencia

empirica obtenida por los experimentos de simulacion descritos anteriormente.

6. Comentarios finales
En la seccion 3 se obtuvo un estimador robusto ante observaciones atipicas del total

poblacional. Asi mismo, el experimento de simulacion mostrado en la Seccién 4 y la



aplicacion descrita en la Seccion 5, muestran la bondad y factibilidad de aplicacion de la

metodologia aqui propuesta.

En este mismo orden de ideas, para el muestreo en dos 0 mas etapas se puede utilizar el
método de conglomerados ultimos para estimar el error cuadratico medio del estimador del

total aqui propuesto, utilizando los factores de expansion ya ajustados.

Por otro lado, es importante destacar que el estimador propuesto aqui parte del supuesto que
los datos atipicos ya han sido identificados en la muestra. Si en la practica no se tienen
identificados dichos datos, se tendria que realizar primero esta identificacion. La deteccion
de valores atipicos se puede hacer utilizando medidas de influencia. Para esto Gltimo, se

puede consultar el trabajo de Beaumont et al. (2013).

Cabe mencionar también que el presente trabajo considera Unicamente el caso univariado.
Para este caso, la base de datos con la informacion de la muestra deberia contener una
columna adicional con los factores de expansion ajustados. Adicionalmente, la
documentacién metodoldgica que acomparie a dicha base de datos tendria que especificar
cuando utilizar dichos factores ajustados. En este mismo sentido, el desarrollo de una
metodologia para el caso multivariado es un area de oportunidad para futuros proyectos de

investigacion.

Por altimo, si se utiliza el disefio de muestreo estratificado, entonces se sugiere aplicar el
estimador propuesto por separado en cada estrato. Por otro lado, si el disefio de muestreo es
en dos 0 mas etapas, dicho estimador puede ser aplicado a las unidades de la ultima etapa de
muestreo y para las etapas anteriores se utilizan estimadores que no necesariamente

consideran valores atipicos.
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Tabla 1. Resultados de los experimentos de simulacion. En la primera columna aparecen las
poblaciones generadas, en la segunda los tamarios de muestra utilizados, en la tercera y cuarta
aparece el sesgo relativo del estimador de Horvitz-Thompson y del estimador propuesto
respectivamente, en la quinta y sexta esta la raiz cuadrada del error cuadratico medio relativo
de los estimadores del total y finalmente aparecen los errores relativos de estimacion en las

dos Ultimas columnas.

) Raiz del Error o
N Sesgo Relativo Cuadratico Precision
Tamano Medio Relativo
ae ‘ i i b | £ i
Poblacién | Muestra HT R4 HT Ra HT Ra
Al 200 1.3426x10~> | -0.0014 | 0.0315 | 0.0209 | 0.0616 | 0.0405
500 2.4790x10~* | -0.0012 | 0.0193 | 0.0109 | 0.0378 | 0.0212
A5 200 5.2557x107> | -0.0043 | 0.0510 | 0.0377 | 0.0974 | 0.0707
500 6.4813x107> | -0.0043 | 0.0308 | 0.0190 | 0.0598 | 0.0463
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Gréfica 1. Diagramas de caja de los valores generados para las poblaciones Al y A5

utilizadas en los experimentos de simulacion.



Contribucion de los Datos Atipicos a la Estimacion del Total
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Grafica 2. Diagramas de caja de la contribucidon de los datos atipicos a la estimacion del
total para la poblacion A5 y tamafio de muestra 200.



